Zadania niepodleglo$ciowe

Poniewaz dzisiaj nie ma zajeé, utozylem liste zadan (niektore z nich bylty poru-
szone na ¢wiczeniach) i zachecam do zastanawiania sie nad nimi i rozwiazywania
na kartkach; im wiecej tym lepie;j.

Szymon Toruriczyk

Zadania

Ewoluta krzywej Niech ~(t) bedzie parametryzacja tukowa (tzn. taka, ze
15| = 1) krzywej gtadkiej T' C R™, p = (o) punktem lezacym na krzywej T’
oraz £ parametryzacja tukowa pewnego okregu, spetniajaca wlasnosci:

* (to) = &(to)
e 7'(to) =& (to)
e V'(to) = " (to)

Okrag parametryzowany przez & nazywa sie okregiem $cisle stycznym do I' w
punkcie p. Jest on dobrze okreslony o ile v (¢g) # 0.

Rysunek 1: Ewoluta paraboli oraz dwa okregi $cisle styczne

Ewolutg krzywej (niekoniecznie plaskiej) I' o nieznikajacej krzywiznie jest
krzywa sktadajaca sie ze §rodkéw okregéw Scisle stycznych do krzywej ~.



Zadanie 1. Niech y(t) bedzie parametryzacjq tukowq krzywej I'. Wykaz, ze jej
ewoluta jest krzywq o parametryzacyi

b
K(t)

gdzie N(t) jest wektorem normalnym (tzn. N(t) =~"&) /|7 @©)|).

Uwaga. k(t) to krzywizna krzywej I' w punkcie v(t). Podobnie N(t) to
wektor normalny w punkcie y(t). Innymi stowy, w zadaniu nalezy pokazaé, ze
Srodek okregu Scisle stycznego do krzywej I' ma wspdtrzedne zadane powyzszym
wzorem.

e(t) = (t) + — N (1)

Zadanie 2. Znajdz krzywizne i ewolute hiperboli 22y 'Z; =1.

a?
Uwaga. Powyzsza parametryzacja nie jest tukowa.

Zadanie 3. Znajdz krzywizne i ewolute spirali zadanej we wspotrzednych bie-
gunowych wzorem r(0) = a® dla danej statej a > 0. Pokaz, Ze istnieje taka
wartosé parametru a, Ze krzywa ta jest swojq ewolutq.

Wzory Freneta Niech v(t) bedzie parametryzacja tukowa krzywej gladkiej
w R3, o nieznikajacej krzywiznie. Definiujemy wektory:

styczny T =+

normalny N =" /||

binormalny B =T x N.

Wektory T, N, B tworza baze ortonormalna, zwang trdjnogiem Freneta.

Twierdzenie 1. (Wzory Freneta) Pochodne wektorow T, N, B wyrazajg sie w
bazie Freneta wzorami:

T = kN
N = —xT+71B
B = —-7N

dla pewnych funkcji k, T zwanych krzywizng oraz torsjq.

Zadanie 4. Niech B(s) = (%,%,%) dla =1 < s < 1. Oblicz

wspotrzedne wektorow N oraz B oraz pokaz, ze k = T.
Uwaga. Powyzsza parametryzacja nie jest tukowa.

Zadanie 5. Policz wspdtrzedne wektora binormalnego oraz torsje krzywej zada-
nej przez parametryzacje

(sin(t), cosh(t), cos(t))
(cosh to kosinus hiperboliczny).

Zadanie 6. a) Pokaz, zZe jesli k > 0 oraz 7 = 0 to krzywa jest plaska,
czyli zawiera sie w pewnej plaszczyinie.



b) Pokaz, ze jezeli dodatkowo k = const to krzywa jest tukiem okregu.
(Wskazowka: mozna skorzystaé z twierdzenia mdwigcego o tym, ze krzywa
o nieznikajgcej krzywiznie jest zadana jednoznacznie z doktadnoscig do
ruchu sztywnego przez funkcje krzywizny oraz torsji).

Zadanie 7. Policz krzywizne i torsje oraz kqt samoprzeciecia krzywej Vivaniego,
powstatej przez przeciecie sfery x2+y?+22 = 4a? z cylindrem (v —a)?+y? = a?.
(Wskazowka: x = a cost + a,y = a sint parametryzujg cylinder. Z réwnania
sfery wylicz wspdtrzedng z.)



